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APPENDICE B
Il teorema di Stone Weierstrass
Definizione B.1. Siano X un insieme non vuoto e A un sottospazio vetto-
riale dello spazio delle funzioni a valori reali (risp. complessi) su X. Si dice
che A e` un algebra funzionale reale (risp. complessa) se per ogni f, g ∈ A
si ha che fg ∈ A. Un sottospazio B ⊆ A e` detto una sottoalgebra di A se
B e` un algebra.
Esempio B.2. Sia X uno spazio topologico e sia C(X,R) lo spazio delle
funzioni reali e continue su X. C(X,R) e` un’algebra reale funzionale. Il
sottospazio BC(X,R) delle funzioni reali limitate e continue su X e` una
sottoalgebra di C(X,R).
E´ noto che lo spazio BC(X,R) dotato della norma
‖f‖∞ := sup
x∈X
|f(x)| (f ∈ BC(X,R))
e` uno spazio di Banach.
Definizione B.3. Date le funzioni f, g : X → R, si indicano con f ∨ g e
f ∧ g le funzioni cos`ı definite
(f∨g)(x) := max{f(x), g(x)}, (f∧g)(x) := min{f(x), g(x)} (x ∈ X) .
Osservazione B.4. Si prova facilmente che
f ∨ g = f + g + |f − g|
2
, f ∧ g = f + g − |f − g|
2
.
Quindi, se f e g sono funzioni reali continue su uno spazio topologico X,
allora anche f ∨ g e f ∧ g sono funzioni reali continue su X.
Per quello che segue e` bene ricordare che
∀α ∈ R, n ∈ N
(
α
n
)
=
α(α− 1) . . . (α− n+ 1)
n!
e che
69
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Lemma B.5. Se α > 0, allora per ogni x ∈ [−1, 1],
∞∑
n=0
(
α
n
)
xn = (1 + x)α
e la convergenza della serie e` totale in [−1, 1].
Dim. Il comportamento della serie binomiale in ]− 1, 1[ e` un fatto ben noto
La convergenza assoluta della serie binomiale in −1 e 1 segue dal criterio di
Raabe osservando che
lim
n→+∞
n

 ∣∣(αn)∣∣∣∣∣( αn+1)∣∣∣ − 1

 = 1 + α . 
Teorema B.6. Sia X uno spazio topologico e sia A una sottoalgebra di
BC(X,R). Allora la chiusura A di A rispetto alla norma || · ||∞ e` una
sottoalgebra di BC(X,R). Inoltre, se f, g ∈ A, allora |f |, f ∨ g e f ∧ g ∈ A.
Dim. Siano f, g ∈ A. Allora esistono delle successioni (fn)n, (gn)n ⊂ A tali
che
‖fn − f‖∞ → 0 e ‖gn − g‖∞ → 0 .
Poiche´ A e` un’algebra, (fn + gn)n, (αfn)n, (fngn)n ⊂ A per ogni α ∈ R.
Dalle seguenti diseguaglianze
‖fn + gn − f − g‖∞ ≤ ‖fn − f‖∞ + ‖gn − g‖∞
‖αfn − αf‖∞ = |α|‖fn − f‖∞ (α ∈ R)
‖fngn − fg‖∞ = ‖f(g − gn) + gn(f − fn)‖∞
≤ ‖f‖‖g − gn‖+ ‖gn‖‖f − fn‖
segue che fn + gn → f + g, αfn → αf e fngn → fg in (BC(X,R), ‖ · ‖∞)
quando n → ∞. Di conseguenza, anche f + g, αf, fg ∈ A. Abbiamo cos`ı
provato che A e` una sottoalgebra di BC(X,R).
Sia ora f ∈ A con ‖f‖ 6= 0. Per provare che |f | ∈ A, procediamo come
segue.
Osserviamo che, per il Lemma B.5,
∀t ∈ [0, 1] √t = [1 + (t− 1)] 12 =
∞∑
k=0
( 1
2
k
)
(t− 1)k
e che la convergenza della serie e` uniforme su [0,1].
Posto pn(t) :=
∑n
k=0
( 1
2
k
)
(t − 1)k, allora pn e` un polinomio di grado n e
limn→+∞ pn(0) = 0. Di conseguenza, il polinomio qn := pn − pn(0) e`
omogeneo e limn→∞ qn(t) = limn→∞ pn(t)− pn(0) =
√
t uniformemente su
[0, 1]. In particolare,
|t| =
√
t2 = lim
n→∞
qn(t
2)
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uniformemente su [−1, 1].
Poiche´
∣∣∣ f‖f‖∞
∣∣∣ ≤ 1, possiamo scrivere che
|f |
‖f‖∞ = limn→∞ qn
(
f2
‖f‖2∞
)
in (BC(X,R), ‖ · ‖∞) . (B.1)
Dato che f2 ∈ A cos`ı che f2‖f‖2 ∈ A, anche qn
(
f2
‖f‖2
∞
)
∈ A. Per (B.1) ne
segue che |f |‖f‖ ∈ A e quindi che |f | ∈ A. 
Definizione B.7. Sia X un insieme non vuoto e sia A un insieme di
funzioni reali definite su X. Si dice che A separa i punti di X se
∀x, y ∈ X, x 6= y, ∃f ∈ A f(x) 6= f(y).
Lemma B.8. Sia X un insieme non vuoto e sia A uno spazio vettoriale
di funzioni reali su X che separa i punti di X e che contiene le funzioni
costanti. Allora
∀x, y ∈ X, x 6= y, ∀a, b ∈ R ∃f ∈ A f(x) = a e f(y) = b .
Dim. Siano x, y ∈ X tali che x 6= y. Per ipotesi esiste g ∈ A tale che
g(x) 6= g(y). Posto f := a+ b−ag(y)−g(x) (g − g(x)), la funzione f ∈ A poiche´ e`
una combinazione lineare della funzione g e di funzioni costanti. Inoltre, la
funzione f chiaramente verifica f(x) = a e f(y) = b. 
Teorema B.9 (Teorema di Stone-Weierstrass - reale). Siano X
uno spazio topologico compatto e A una sottoalgebra di C(X,R) che separa
i punti di X e che contiene le funzioni costanti. Allora A e` una sottoalgebra
densa di C(X,R).
Dim. Fissati f ∈ C(X,R) e ε > 0, per provare che esiste g ∈ A tale che
‖f − g‖∞ < ε procediamo come segue.
Per ogni x, y ∈ X tali che x 6= y scegliamo hx,y ∈ A tale che hx,y(x) = f(x)
e hx,y(y) = f(y). Nel caso in cui x = y, poniamo hx,x = f . Consideriamo
ora l’insieme cos`ı definito
Vx,y := {t ∈ X | hx,y(t) < f(t) + ε} .
Allora x, y ∈ Vx,y e Vx,y e` un sottoinsieme aperto di X. Infatti, la funzione
φ := hx,y−f e` continua in X cos`ı che Vx,y = φ−1(]−∞, ε[) e` un sottoinsieme
aperto di X.
Dato che per ogni x ∈ X la famiglia {Vx,y | y ∈ X} e` un ricoprimento
aperto di X, esistono y1, . . . , yn ∈ X tali che
X = Vx,y1 ∪ . . . ∪ Vx,yn .
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A questo punto, per ogni x ∈ X consideriamo la funzione cos`ı definita
gx := hx,y1 ∧ · · · ∧ hx,ym .
Allora gx ∈ A e gx(x) = f(x). Inoltre, se t ∈ X, esiste i ∈ {1, . . . , n} tale
che t ∈ Vx,yi . Di conseguenza, gx(t) ≤ hx,yi < f(t) + ε.
Per ogni x ∈ X poniamo
Wx := {t ∈ X : gx(t) > f(t)− ε} .
Procedendo come prima, si dimostra che x ∈Wx e cheWx e` un sottoinsieme
aperto di X. Allora {Wx | x ∈ X} e` anche un ricoprimento aperto di X.
Pertanto, esistono x1, . . . , xm ∈ X tali che
X =Wx1 ∪ · · · ∪Wxm .
Consideriamo ora la funzione cos`ı definita
g := gx1 ∨ · · · ∨ gxm .
Allora g ∈ A. Inoltre, per ogni t ∈ X esistono i, j ∈ {1, . . . ,m} tali che
gx(t) = gxi(t) < f(t) + ε e t ∈Wxj
il che implica che
gx(t) ≥ gxj (t) > f(t)− ε.
Pertanto, ‖f − g‖∞ < ε. 
Teorema B.10 (Teorema di approssimazione di Weierstrass). Sia-
no K un sottoinsieme compatto di R e f : K → R una funzione continua.
Allora esiste un polinomio P tale che ‖f − P‖∞ < ε.
Dim. Sia A l’insieme di tutti i polinomi del tipo
P (x) =
n∑
k=0
akx
k (ak ∈ R)
con dominio ristretto aK. Allora A e` una sottoalgebra di C(K) che contiene
le funzioni costanti e che separa i punti di K (basta prendere P (x) = x).
Per il teorema precedente segue quindi la tesi. 
Concludiamo con alcune considerazioni sulla validita` del teorema di Stone-
Weierstrass nel caso complesso.
Esempio B.11. Consideriamo un compatto K ⊆ C con parte interna int(K)
non vuota e l’insieme cos`ı definito
A := {f ∈ C(X,C) : f analitica in int(K)} .
Allora A e` una sottoalgebra di C(X,C), contiene le funzioni costanti e separa
i punti di K (basta considerare f(z) = z). Inoltre A e` una sottoalgebra
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chiusa di C(X,C) poiche´ limiti uniformi di funzioni analitiche sono ancora
funzioni analitiche. D’altro canto A 6= C(X,C) poiche` ad esempio g(z) =
|z| /∈ A. Quindi il teorema di Stone-Weierstrass non vale nel caso complesso
nella formulazione appena vista.
Con un esempio piu` articolato si puo` provare anche che lo spazio dei polinomi
complessi non e` denso nello spazio delle funzioni continue complesse su un
compatto di C (vedi [15]).
Teorema B.12 (Teorema di Stone-Weierstrass-complesso). Siano
X uno spazio topologico compatto e A una sottoalgebra di C(X,C) che sepa-
ra i punti di X, contiene le costanti ed e` chiusa rispetto alla coniugazione,
i.e., f ∈ A per ogni f ∈ A. Allora A e` una sottoalgebra densa di C(X,C).
Dim. Sia A0 := {Ref | f ∈ A}. Allora A0 e` un sottospazio vettoriale di
C(X,R). In particolare, se f ∈ A, allora Im f = −Re if ∈ A0 e, per ogni
f, g ∈ A,
Re f · Re g = Re 1
2
(fg + fg) ∈ A0 .
Pertanto, A0 e` una sottoalgebra di C(X,R) che contiene le funzioni costanti.
Inoltre, se x, y ∈ X, con x 6= y, esiste h ∈ A tale che h(x) 6= h(y). Questo
implica che Reh(x) 6=Reh(y) oppure Imh(x) 6=Imh(y). Quindi A0 separa i
punti di X. Allora, per il teorema di Stone–Weierstass, possiamo concludere
che A0 e` una sottoalgebra densa di C(X,R).
Sia ora f ∈ C(X,C). Per quanto appena provato, per ogni ε > 0 esistono
h1, h2 ∈ A0 tali che
‖Re f − h1‖∞ < ε
2
, ‖Im f − h2‖∞ < ε
2
,
da cui segue che ‖f−h1+ih2‖∞ < ε. Questo completa la dimostrazione. 
Corollario B.13. Siano K un sottoinsieme compatto di R e f : K → C
una funzione continua. Allora esiste un polinomio P a coefficienti complessi
tale che ‖f − P‖∞ < ε.
Dim. Sia A l’insieme di tutti i polinomi del tipo
P (x) =
n∑
k=0
akx
k (ak ∈ R)
con dominio ristretto a K. Allora A e` una sottoalgebra di C(K,C) che
contiene le funzioni costanti, separa i punti di K (basta prendere P (x) = x)
ed e` chiusa rispetto alla coniugazione. Per il teorema precedente segue
quindi la tesi. 
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Corollario B.14. Sia X = {z ∈ C | |z| = 1}. Allora lo spazio delle
funzioni del tipo
P (z) =
n∑
k=−n
akz
k (ak ∈ C)
e` denso in C(X,C).
Dim. Basta osservare che z = z−1 in X. 
Corollario B.15. Siano K un sottoinsieme compatto di C e f : K → C
una funzione continua. Per ogni ε > 0 esiste un polinomio P (x, y) in due
variabili a coefficienti complessi tale che supK |f(z)− P (z, z)| < ε.
Dim. Basta osservare che l’insieme delle funzioni del tipo P (z, z), con P
polinomio in due variabili a coefficienti complessi, e` una sottoalgebra di
C(K,C) che verifica tutte le ipotesi del Teorema B.12. 
